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Àííîòàöèÿ

Âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè äå�îðìèðîâàíèÿ âÿçêî- è èäåàëüíîïëàñòè÷åñêèõ òåë áûëè

âïåðâûå çàòðîíóòû â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ [1, 2, 3℄. Â [1℄ äàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è óñòîé-

÷èâîñòè ïëîñêîãî âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â òåðìèíàõ âîçìóùåíèé �óíêöèè òîêà è

ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè. Â [4℄ ïîñòðîåíà òåîðèÿ ïëàñòè÷íîñòè àíèçîòðîïíûõ ñðåä. Îáùóþ

ïîñòàíîâêó è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè äå�îðìèðîâàíèÿ âÿçêîïëàñòè-

÷åñêèõ è áîëåå ñëîæíûõ òåë ìîæíî íàéòè â [5℄.

Äàííàÿ ðàáîòà ñîäåðæèò èññëåäîâàíèå ñèíãóëÿðíîé è íåñàìîñîïðÿæåííîé êðàåâîé

çàäà÷è, âîçíèêàþùåé ïðè èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè ïëîñêèõ òå÷åíèé èäåàëüíî- è âÿçêî-

ïëàñòè÷åñêèõ òåë. Â ñëó÷àå èäåàëüíîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïðîáëåìà ñ�îðìóëèðî-

âàíà â ðàìêàõ ìîäåëè Ôðèäðèõñà. Ïîäõîä, ðàçðàáîòàííûé â ðàáîòàõ [6, 7℄, ïîçâîëÿåò

âûïîëíèòü ñïåêòðàëüíûé àíàëèç çàäà÷è: èçó÷èòü ñòðîåíèå ñïåêòðà, ïîñòðîèòü ðàçëî-

æåíèå ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì íåïðåðûâíîãî è òî÷å÷íîãî ñïåêòðà. Ïîëó÷åíî ñòðîãîå

äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâîñòè èäåàëüíîæåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ Êóýòòà. Ïðîâåäåíû

÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, äåìîíñòðèðóþùèå ý��åêò "çàðîæäåíèÿ" òî÷åê äèñêðåòíîãî

ñïåêòðà íà íåïðåðûâíîì ñ èõ ïîñëåäóþùèì äâèæåíèåì âäîëü ìíèìîé îñè. �åçóëüòà-

òû ðàñ÷åòîâ, ÷àñòü êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ â ïðèëîæåíèè, ñîãëàñóþòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè

âûâîäàìè. Èçó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà îáîáùåííîé çàäà÷è Îððà-Çîììåð�åëüäà

ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà. Îïèñàíû äâà ìåòîäà ïðåäñòàâëåíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ

ðåøåíèé àññèìïòîòè÷åñêèìè ðÿäàìè, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ÷èñëåííîãî

îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà �åéíîëüäñà.

1 Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�àññìîòðèì çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîãî âÿçêî- è èäåàëüíîæ¼ñòêîïëàñòè-

÷åñêîãî òåëà â ïîëîñå {x ∈ R, z ∈ [−1, 1]}. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëå ñêîðîñòåé ñòàöèîíàðíîãî

òå÷åíèÿ íàïðàâëåíî âäîëü îñè x è çàâèñèò òîëüêî îò z, òî åñòü
−→
v◦ = (u(z), 0, 0). ×òîáû íå

ââîäèòü â ðàññìîòðåíèå æåñòêèå çîíû, ïîòðåáóåì ñòðîãóþ ìîíîòîííîñòü �óíêöèè u(z)

�èñ. 1: Ïëîñêîå òå÷åíèå ñ ïðî�èëåì u(z) �èñ. 2: Ïëîñêîå òå÷åíèå Êóýòòà
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1.1 Ïëîñêîå òå÷åíèå èäåàëüíîæ¼ñòêîïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ

Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ïðèâåäåííîãî äàâëåíèÿ p◦ è ñêîðîñòè
−→v◦ èìååò âèä:

−gradp◦ + 2τyDiv
v
˜√

2v
˜

: v
˜

=
d−→v◦
dt

, div−→v◦ = 0, v
˜

= Def−→v◦ , (1)

ãäå Def−→v◦ = 1
2

(
Grad−→v◦ + (Grad−→v◦)T

)
, τy - áåçðàçìåðíûé ïðåäåë òåêó÷åñòè ïðè ñäâèãå. Îíà

äîïîëíÿåòñÿ äâóìÿ êèíåìàòè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íåïðîòåêàíèÿ

v3
◦(−1) = v3

◦(1) = 0, (2)

êîòîðûå çàâåäîìî âûïîëíåíû äëÿ ïëîñêèõ òå÷åíèé.

Åñëè ïîëîæèòü p◦ = const, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè ëþáîé �óíêöèè

v1
◦ = u(z) ∈ C1 [−1; 1]. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë òàêîé íååäèíñòâåííîñòè è ñâÿçü ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ

îïèñàíû â [8℄.

Çàìå÷àíèå. �àññìàòðèâàÿ èíòåãðàëüíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è î òå÷åíèè òåëà, àíàëîãè÷-

íóþ (1), ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî u(z) ÿâëÿåòñÿ å¼ ðåøåíèåì äàæå äëÿ u(z) ∈ L2 [−1; 1]. Â ýòîé ðà-

áîòå u(z) äëÿ óäîáñòâà ñ÷èòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé, íàïåðåä çàäàííîé ñòðîãî ìîíîòîííîé �óíê-

öèåé èç êëàññà C2 [−1; 1].

1.2 Ïëîñêîå òå÷åíèå âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ

Âûøå ìû ñ�îðìóëèðîâàëè çàäà÷ó î òå÷åíèè èäåàëüíîæ¼ñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà, ÷òî ÿâëÿåò-

ñÿ, êîíå÷íî, èäåàëèçàöèåé áëàãîäàðÿ êîòîðîé â äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè çàäà÷ óñòîé÷èâî-

ñòè óäàåòñÿ îãðàíè÷èòñÿ ïðîñòûìè ìîäåëÿìè. Â ðåàëüíûõ òå÷åíèÿõ â òîé èëè èíîé ñòåïåíè

ñêàçûâàþòñÿ ý��åêòû, îáóñëîâëåííûå âÿçêîñòüþ. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñè âÿçêîïëàñòè÷å-

ñêèõ ïîòîêîâ ñîïðÿæåíî êàê ñî ñëîæíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé, òàê è ñ ïîñòàíîâêîé

ñàìèõ çàäà÷. Äåëî â òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèøü äâà âèäà ñòàöèîíàðíûõ ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ

ïðî�èëåé òå÷åíèÿ â ñëîå. Ýòî òå÷åíèå Êóýòòà ñ ëèíåéíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñêîðîñòåé è òå-

÷åíèå Ïóàçåéëÿ ñ ïàðàáîëè÷åñêèì ïðî�èëåì, à òàêæå èõ êîìáèíàöèÿ. Òåì íå ìåíåå, çàäà÷è

îá óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà âîçìîæíî ðàññìàòðèâàòü è äëÿ òå÷åíèé ñ

ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòüþ u(z). Îáîñíîâàíèå òàêîãî ïîäõîäà äëÿ íüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé
ìîæíî íàéòè â [9℄.

Ââåäåíèå â îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ êîý��èöèåíòà äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè µ ïðåîá-

ðàçóåò ñèñòåìó óðàâíåíèé (1) - (2) ê âèäó:

−gradp◦ +
1

Re
∆−→v◦ + 2τyDiv

v
˜√

2v
˜

: v
˜

=
d−→v◦
dt

, div−→v◦ = 0, v
˜

= Def−→v◦ , (3)

v1
◦(−1) = V1, v1

◦(1) = V2, v2
◦(−1) = v2

◦(1) = v3
◦(−1) = v3

◦(1) = 0, (4)

ãäå Re - ÷èñëî �åéíîëüäñà, âåëè÷èíà îáðàòíàÿ áåçðàçìåðíîé âÿçêîñòè, V1 è V2 - çàäàííûå

ïðîäîëüíûå ñêîðîñòè ãðàíèö. Äîïîëíèòåëüíî â êàíàëå ìîæåò áûòü çàäàí ïîñòîÿííûé ïåðå-

ïàä äàâëåíèÿ ∆p. Îäíàêî, ïðè ýòîì íóæíî ïîìíèòü î âîçìîæíîñòè ïîÿâëåíèÿ æåñòêîé çîíû,

â îáëàñòè êîòîðîé óðàâíåíèÿ (3) - (4) òåðÿþò ñìûñë. Ïðè ýòîì èññëåäóåòñÿ íà óñòîé÷èâîñòü

òå÷åíèå ìåæäó æåñòêèì ÿäðîì è ñòåíêîé êàíàëà. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ñëåäóåò çà-

äàâàòü íà ïîâåðõíîñòè æåñòêèõ çîí, îïèñàíû â [5℄.

Íåñëîæíî äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) - (4) â êëàññå ñäâèãîâûõ ïîëåé

u(z) ∈ C2 [−1; 1]. Îäíàêî âîçíèêàþò òðóäíîñòè ïðè èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ýòîé
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çàäà÷è ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà, òàê êàê ïðåäåëüíûé ïåðåõîä Re → ∞ â (3) ñèí-

ãóëÿðåí (â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3) íå âñåãäà ñòðåìÿòñÿ ê ðåøåíèÿì (1) [8℄). Â

ðàìêàõ ìîäåëè âÿçêîé æèäêîñòè òàêîé àíàëèç áûë âïåðâûå óñïåøíî ïðîäåëàí �åéçåíáåð-

ãîì [10℄, Òîëëìèíîì [11℄ è Ëèíåì [12℄. Â äàííîé ðàáîòå àíàëîãè÷íîå èññëåäîâàíèå áóäåò

ïðîâåäåíî äëÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà ïðè ïðåäåëå òåêó÷åñòè τ 6= 0.

1.3 Îáîáùåííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Îððà-Çîììåð�åëüäà

Äàäèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â

ñëîå. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íàëîæåíû ìàëûå âîçìó-

ùåíèÿ ~v = −→v◦ + δ~v, p = p◦ + δp. Êàê ïîêàçàíî â [5℄, äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà âîç-

ìóùåíèé (v23 = 0) ñïðàâåäëèâà îáîáùåííàÿ òåîðåìà Ñêâàéðà, ïîçâîëÿþùàÿ îãðàíè÷èòüñÿ

ðàññìîòðåíèåì äâóìåðíîé êàðòèíû âîçìóùåíèé âìåñòî òðåõìåðíîé. Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíå-

íèé äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ ñ ïðî�èëåì u(z) è ïåðåõîä ê

ïðåäñòàâëåíèþ ïîëÿ ñêîðîñòåé �ëóêòóàöèé ÷åðåç �óíêöèþ òîêà Ψ(x, z, t) ïðèâîäèò ê óðàâ-

íåíèþ (ñì. [5℄)

1

Re
∆∆Ψ + 4τy

(
Ψxz

|u′|

)

xz

= (∆Ψ)t + u(∆Ψ)x − u′′Ψx. (5)

�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ, àíàëîãè÷íûå (4), ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó Ψx(x,±1, t) = 0, Ψz(x,±1, t) = 0.
Ïîäñòàâëÿÿ Ψ(x, z, t) â âèäå Ψ(x, z, t) = ψ(z) exp(isx + αt) (ó÷åò âñåõ ãàðìîíèê ðàâíîñèëåí

ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x), ïðåîáðàçóåì çàäà÷ó (5) ê ñïåêòðàëüíîìó âèäó

(îáîáùåííîå óðàâíåíèå Îððà-Çîììåð�åëüäà, ñì. [5℄)

− i

sRe

(
ψIV − 2s2ψ′′ + s4ψ

)
= −i4τys

(
ψ′

|u′|

)′

+

(
u − iα

s

) (
ψ′′ − s2ψ

)
− u′′ψ, (6)

ãäå s ∈ R � âåùåñòâåííîå âîëíîâîå ÷èñëî, α = αr + iαi ∈ C � êîìïëåêñíàÿ ÷àñòîòà, ψ(z) �
êîìëåêñíàÿ àìïëèòóäà �óíêöèè òîêà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì u′(z) > 0 è ââåäåì
îáîçíà÷åíèå τ = 4τy. Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ óäîáíî

ïåðåòè ê ñïåêòðàëüíîìó ïàðàìåòðó λ, ïîäñòàâèâ α = −isλ. Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé

ìû ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó:

− i

sRe

(
ψIV − 2s2ψ′′ + s4ψ

)
=

(
u − i

τs

u′
− λ

) (
ψ′′ − s2ψ

)
+ isτ

u′′

u′2
ψ′ −

(
u′′ + i

τs3

u′

)
ψ, (7)

ψ (−1) = ψ (1) = 0, ψ′ (−1) = ψ′ (1) = 0, (8)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïîñëåäíèì óðàâíåíèåì (7) è âûïèøåì åãî äëÿ èäåëüíîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòð λ, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì

α = −iλs2. Ôîðìàëüíî óñòðåìèâ ÷èñëî �åéíîëüäñà â áåñêîíå÷íîñòü, â ïðåäåëå áóäåì èìåòü

îáîáùåííîå óðàâíåíèå �ýëåÿ

(u

s
− i

τ

u′
− λ

) (
ψ′′ − s2ψ

)
+ iτ

u′′

u′2
ψ′ −

(
u′′

s
+ i

τs2

u′

)
ψ = 0. (9)

Ýòî óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äîïîëíÿåòñÿ äâóìÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (8) èç ÷åòûðåõ

ψ (−1) = ψ (1) = 0. (10)

Äâà äðóãèõ óñëîâèÿ îïóùåíû, �èçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ñòåíêàõ ðàçðåøåíî ïðîñêàëü-

çûâàíèå. Òàê êàê ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà òîëüêî î÷åíü òîíêèé ñëîé
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äå�îðìèðóåìîãî òåëà áóäåò "ïðèëèïàòü" ê ãðàíèöàì êàíàëà, ìû äåéñòâèòåëüíî îáíàðóæèâà-

åì ý��åêò ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Îäíàêî çà÷àñòóþ èìåííî ýòîò ïîãðàíè÷íûé ñëîé îòâåòñòâåíåí

çà íåóñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ, òàê êàê èìåííî â íåì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à ïóëüñàöèîííîé

ýíåðãèè îò îñíîâíîãî òå÷åíèÿ ê âîçìóùåííîìó (íàïðèìåð, â ñëó÷àå òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ âÿçêîé

æèäêîñòè ñì. [13, 14℄).

Ñïåêòð êðàåâîé çàäà÷è (7) - (8) ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷íîé êðàòíîñòè,

à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèé ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå

�óíêöèé ñ êîíå÷íîé ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìîé [15℄. Îäíàêî, â ïðåäåëå íóëåâîé âÿçêîñòè çà-

äà÷à (7) - (8) ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó (9) - (10), ñïåêòð êîòîðîé ñîäåðæèò íåïðåðûâíóþ

êîìïîíåíòó (ñì. íèæå). Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòð íåñàìîñîïðÿæåííîãî ñèíãóëÿðíî âîç-

ìóùåííîãî (ñì. [16℄) îïåðàòîðà (7) - (8) íåàíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà 1/Re
â òî÷êå Re = ∞ è ìîæåò èçìåíèòüñÿ ñêà÷êîì (â êîíòåêñòå ïåðåõîäà îò âÿçêîé æèäêîñòè ê

èäåàëüíîé ñì. [17℄).

1.4 Îïåðàòîðíàÿ ïîñòàíîâêà è íåïðåðûâíûé ñïåêòð çàäà÷è (9) - (10)

Ïðè èññëåäîâàíèè ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ çàäà÷è (9) - (10), óäîáíî ïåðåéòè ê îïåðàòîðíîé

�îðìå åå çàïèñè. Çàìåíîé ϕ = ∆sψ, ãäå ∆s = d2

dz2 − s2 - äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ

íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà êîíöàõ îòðåçêà [−1, 1], çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ
ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà H, äåéñòâóþùåãî â L2(−1, 1)

Hϕ(z) =
(u

s
− i

τ

u′

)
ϕ(z) + iτ

u′′

u′2

∫ 1

−1

∂

∂z
(Γ(z, z′)) ϕ(z′) dz′ −

−
(

u′′

s
+ i

τs2

u′

) ∫ 1

−1

Γ(z, z′)ϕ(z′) dz′, (11)

ãäå Γ(z, z′) � �óíêöèÿ �ðèíà äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
d2

dx2 − s2 ñ êðàåâûìè óñëîâèÿ-

ìè (10). Âîçìîæíîñòü îáðàùåíèÿ â íîëü êîý��èöèåíòà ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé â óðàâíå-

íèè (9) äåëàåò çàäà÷ó (9) - (10) ñèíãóëÿðíîé è ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íåïðåðûâíîé êîìïî-

íåíòû â ñïåêòðå. Îïåðàòîð H = H0 + V , ãäå V = V1 + V2, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîçìóùåíèå

îïåðàòîðà H0 óìíîæåíèÿ íà �óíêöèþ
(

u
s
− i τ

u′

)
ñóììîé èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ñì. (11)),

ÿäðà êîòîðûõ íåñèììåòðè÷íû è íåñèììåòðèçóåìû (â ñëó÷àå, åñëè u′′ íå ñîõðàíÿåò çíàê íà

[−1; 1] è τ 6= 0). Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è óêëàäûâàåòñÿ â ðàìêè íåñà-

ìîñîïðÿæåííîé ìîäåëè Ôðèäðèõñà.

Â ïðåäïîëîæåíèè "ìàëîñòè" âîçìóùåíèÿ è ñàìîñîïðÿæåííîñòè H = H0 + εV , ãäå H0 �

îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, à V � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ã¼ëüäåðîâ-

ñêèì ÿäðîì, Ôðèäðèõñîì [18℄ ïîñòðîåíà ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ. Àíàëèç ñàìîñîïðÿ-

æåííîé ìîäåëè Ôðèäðèõñà áåç ìàëîãî ïàðàìåòðà ε â âîçìóùåíèè áûë ïðîâåäåí Ôàäååâûì

ñîâìåñòíî ñ Ëàäûæåíñêîé [19, 20℄ ïðè óñëîâèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè V (ÿäðî îïåðàòîðà

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì µ0 > 1/2 ïî êàæäîé ïåðåìåííîé). Â [21℄

áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à, âîçíèêàþùàÿ â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ïëîñêèõ òå÷åíèé èäåàëüíîé

æèäêîñòè. Ïðîáëåìà ñ�îðìóëèðîâàíà â ðàìêàõ íåñàìîñîïðÿæåííîé ìîäåëè Ôðèäðèõñà, îïè-

ñàíî ñòðîåíèå ìíîæåñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, âûïèñàí ÿâíûé âèä ñîáñòâåííûõ �óíêöèé

íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Ìåòîäû ðàáîòû [20℄ áûëè ðàçâèòû Ñòåïèíûì äëÿ íåñàìîñîïðÿæåí-

íîãî âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðà H0 è èñïîëüçîâàíû äëÿ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ãèäðîäèíàìè-

÷åñêîé çàäà÷è �ýëåÿ. Â [6, 7℄ äåòàëèçèðîâàíà ñòðóêòóðà ñïåêòðà, ïîñòðîåíî ðàçëîæåíèå ïî

ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî ñïåêòðîâ, ïîëó÷åíà âðåìåíí�àÿ àñèìï-

òîòèêà ðåøåíèÿ èñõîäíîãî íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå óêàçàííûé ïîäõîä
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èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è �ýëåÿ (9) - (10).

Îïåðàòîð V = V1 +V2 âïîëíå íåïðåðûâåí, ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéëÿ íåïðåðûâíûé

ñïåêòð îïåðàòîðà H, äåéñòâóþùåãî â L2 (−1; 1), ñîâïàäàåò ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì H0 [22℄.

Ïîñëåäíèé ñîñòîèò èç òî÷åê îáðàçà ïóòè χ : [−1; 1] → C, χ(x) = u(x)
s

− i τ
u′(x)

. Îáîçíà÷èì ýòó

êðèâóþ γ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì áóäåì ãîâîðèòü î íåïðåðûâíîì ñïåêòðå γ çàäà÷è (9) - (10).

Çàìå÷àíèå. Íåïðåðûâíûé ñïåêòð, êîòîðûé â ñëó÷àå çàäà÷è �ýëåÿ çàïîëíÿë îòðåçîê

[u(−1)/s; u(1)/s] è ñîîòâåòñòâîâàë íåéòðàëüíûì êîëåáàíèÿì, ïðè ââåäåíèè â îïðåäåëÿþùèå

ñîîòíîøåíèÿ ñðåäû ïðåäåëà òåêó÷åñòè ïðåâðàùàåòñÿ â êðèâóþ γ è ñìåùàåòñÿ â óñòîé÷èâóþ

îáëàñòü.

Îïðåäåëåíèå (ñð. [6℄). Îáîáù¼ííîé ñîáñòâåííîé �óíêöèåé (íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà) çà-

äà÷è (9) - (10) íàçîâåì �óíêöèþ ψc, c = cr + ici ∈ γ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (9) íà

èíòåðâàëàõ (−1; u−1(scr)) è (u−1(scr); 1), ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (10) è óñëîâèþ íåïðåðûâíîñòè

â òî÷êå zc = u−1(scr).
Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà zc ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé äëÿ óðàâíåíèÿ (9) (ñì. [23℄).

Êîìáèíèðóÿ äâà ðåøåíèÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåé �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû, îäíî èç êîòîðûõ

èìååò óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü â îêðåñòíîñòè zc òèïà (z − zc)ln(z − zc), ìîæíî ïîñòðîèòü

îáîáùåííóþ ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ. Åñëè îáîáùåííàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ ψc îêàçûâàåòñÿ

ðåãóëÿðíîé, ò.å. ψc äè��åðåíöèðóåìà è ψ′
c àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà

c ∈ γ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è (9) - (10), ïîãðóæåííûì â íåïðåðûâíûé ñïåêòð.

2 Èíòåãðàëüíûå îöåíêè óñòîé÷èâîñòè

Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé, èñïîëüçîâàííàÿ ðàíåå â çàäà÷àõ óñòîé÷èâî-

ñòè ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ñäâèãà â ñëîå èäåàëüíîé (çàäà÷à �ýëåÿ) [24℄, âÿçêîé (çàäà÷à Îððà-

Çîììåð�åëüäà) [25℄, âÿçêîé ñòðàòè�èöèðîâàííîé (çàäà÷à Äðàçèíà) [26℄, à òàêæå èäåàëüíî-

è âÿçêîïëàñòè÷åñêîé æèäêîñòåé [5℄ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü îáùèå äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè óñòîé-

÷èâîñòè. Îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâ (Øâàðöà,

Ïóàíêàðå, Ôðèäðèõñà). Âûòåêàþùèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè çà÷àñòóþ âîçìîæíî óòî÷íèòü â

ðàìêàõ êîíêðåòíîé çàäà÷è, åñëè îòêàçàòüñÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ íåêîòîðûõ àïðèîðíûõ îöåíîê.

Íèæå ïðèâåäåíû íîâûå èíòåãðàëüíûå îöåíêè äëÿ çàäà÷è (9) - (10).

2.1 Âûäåëåíèå îáëàñòè, ñîäåðæàùåé ñïåêòð çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè

èäåàëüíîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ Êóýòòà

�àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó (9) - (10) â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ïðî�èëÿ ñêîðîñòåé ïî òîëùèíå:

u(z) = z, −1 < z < 1, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òå÷åíèå Êóýòòà â óçêîì ñìûñëå. Ëåãêî âèäåòü,

÷òî V1 = 0, à óðàâíåíèå (9) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

(z

s
− iτ − λ

) (
ψ′′ − s2ψ

)
− iτs2ψ = 0, (12)

ψ (−1) = ψ (1) = 0, (13)

Îïåðàòîðíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (11) ïðèíèìàåò âèä

Hϕ(z) =
(z

s
− iτ

)
ϕ(z) − iτs2

∫ 1

−1

Γ(z, z′)ϕ(z′) dz′. (14)
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Íåïðåðûâíûé ñïåêòð γ ýòîé çàäà÷è ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, ïàðàë-

ëåëüíûì äåéñòâèòåëüíîé îñè.

Ëåììà. Ëþáàÿ òî÷êà λ ∈ γ íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è (12) - (13).

△. Ïóñòü ψ - ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ çàäà÷è (12) - (13) äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ =
λr + iλi ∈ γ. Èç (12) âèäíî, ÷òî ψ(zλ) = 0 (äëÿ çàäà÷è Êóýòòà zλ = sλr). Äåëèì (12) íà(

z
s
− iτ − λ

)
=

(
z
s
− λr

)
è óìíîæàåì ñêàëÿðíî â L2(−1; 1) íà ψ:

∫ 1

−1

ψ′′ψ dz − s2

∫ 1

−1

|ψ|2 dz − i

∫ 1

−1

τs2

z
s
− λr

|ψ|2 dz = 0.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ñ ó÷¼òîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïîëó÷èì

−
∫ 1

−1

|ψ′|2 dz − s2

∫ 1

−1

|ψ|2 dz − i

∫ 1

−1

τs2

z
s
− λr

|ψ|2 dz = 0. (15)

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî äëÿ ψ ≡ 0. ¤.
Ëåììà. Òî÷êè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà λ = λr + iλi ∈ σp(H) ñîäåðæàòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå

λr ∈
(
−1

s
; 1

s

)
, λi ∈

(
−τ ; −π2τ

π2+4s2

]
.

△. Ïóñòü îïÿòü ψ - ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ çàäà÷è (12) - (13), à ñîîòâåòñòâóþùåå åé ñîá-

ñòâåííîå çíà÷åíèå λ íå ëåæèò íà γ. Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå
(

z
s
− iτ − λ

)
íå îáðàùàåòñÿ

â 0. Òîãäà, âûïîëíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, îïèñàííûå â ëåììå âûøå, è âûäåëÿÿ âåùåñòâåííóþ è

ìíèìóþ ÷àñòè â ðàâåíñòâå, àíàëîãè÷íîì (15), ïîëó÷èì





∫ 1

−1

( z
s
−λr)

( z
s
−λr)

2
+(τ+λi)

2
|ψ|2 dz = 0,

∫ 1

−1

(
τs2(τ+λi)

( z
s
−λr)

2
+(τ+λi)

2
− s2

)
|ψ|2 dz =

∫ 1

−1
|ψ′|2 dz.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî λr ∈
(
−1

s
; 1

s

)
. Ïðèìåíÿÿ êî âòîðîìó ðàâåíñòâó

òåîðåìó î ñðåäíåì è íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà
∫ 1

−1
|ψ|2 dz 6 4π−2

∫ 1

−1
|ψ′|2 dz, äëÿ íåêîòîðîãî

ξ ∈ [−1; 1] ïîëó÷èì
−s2λi

τ + λi

>
τs2 (τ + λi)

(ξ/s − λr)
2 + (τ + λi)

2 − s2
>

π2

4
,

Ñëåäîâàòåëüíî, λi ∈
(
−τ ;− π2

π2+4s2 τ
]
. ¤.

Çàìå÷àíèå. Ýòî óòâåðæäåíèå îáîñíîâûâàåò óñòîé÷èâîñòü èäåàëüíîïëàñòè÷åñêîãî òå÷å-

íèÿ Êóýòòà, â ñëó÷àå ïîëíîòû ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è îáîáùåííûõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé

ýòîé çàäà÷è. Äàëåå áóäóò ñ�îðìóëèðîâàíû óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ýòîãî �àêòà.

Çàìå÷àíèå. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîäòâåðäèëè "òî÷íîñòü" îöåíîêè äëÿ îáëàñòè, ñîäåð-

æàùåé ñïåêòð çàäà÷è (12) - (13), ïîëó÷åííîé áåç èñïîëüçîâàíèÿ íåðàâåíñòâà Øâàðöà. �å-

çóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â âèäå èëëþñòðàöèé â ïðèëîæåíèè, äåìîíñòðèðóþò, ÷òî ñïåêòð ïî-

ÿâëÿåòñÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà λr ∈
(
−1

s
; 1

s

)
, λi ∈

(
−τ ; −π2τ

π2+4s2

]
ïðè áîëüøèõ s,

è íà áîêîâûõ ïðè ìàëûõ τ .

2.2 Èçìåíåííàÿ ñõåìà ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé

Â äàííîì ïàðàãðà�å áóäóò ïîëó÷åíû íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïëîñêîãî

èäåàëüíîæåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ïðî�èëåì ñêîðîñòè u(z). Ê íèì ïðè-

âîäèò ïîïûòêà îòêàçàòüñÿ îò ãðóáîé îöåíêè èíòåãðàëà
∫ 1

−1
u′(z)ψ′(z)ψ(z)dz ñ èñïîëüçîâàíèåì
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íåðàâåíñòâà Øâàðöà â ïðîñòðàíñòâå L2(−1, 1)

±
∫ 1

−1

u′(z)ψ′(z)ψ(z)dz 6

∫ 1

−1

|u′(z)| |ψ′(z)| |ψ(z)| dz 6 sup
[−1;1]

|u′(z)| I0I1,

ãäå I2
0 =

∫ 1

−1
|ψ(z)|2 dz, I2

1 =
∫ 1

−1
|ψ′(z)|2 dz. Ýòîò èíòåãðàë âîçíèêàåò, åñëè, ñëåäóÿ ñòàíäàðò-

íîé ñõåìå, ìû óìíîæèì ðàâåíñòâî (9) íà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííóþ �óíêöèþ ψ è ïðîèíòå-

ãðèðóåì ïî z îò -1 äî 1 ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (10).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè âñåõ λ /∈ γ (9) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ, íå ñîäåðæàùåìó ñëàãàåìîãî
ñ ψ′

(α(λ, z)ψ′(z))
′ − α(λ, z)

(
β(λ, z) + s2

)
ψ(z) = 0, (16)

ãäå

α(λ, z) = exp

(
−iτ

∫ (
u(z)

s
− i

τ

u′(z)
− λ

)−1

d

(
1

u′(z)

))
, β(λ, z) =

u′′(z)
s

+ is2 τ
u′(z)

u(z)
s

− i τ
u′(z)

− λ

Â ñèëó òîãî, ÷òî α(λ, z) îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, èíòåãðàë ïîä

ýêñïîíåíòîé ìîæíî ïîíèìàòü êàê íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë. Óìíîæàÿ ñêàëÿðíî â L2(−1; 1)
ðàâåíñòâî (16) íà ψ è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ñ ó÷¼òîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïîëó÷èì:

∫ 1

−1

α(λ, z)
(
|ψ′(z)|2 +

(
β(λ, z) + s2

)
|ψ(z)|2

)
dz = 0. (17)

�àññìîòðèì ïðåäåëüíûå ñëó÷àè s → ±∞, 0 (êîðîòêîâîëíîâûå è äëèííîâîëíîâûå âàðèà-

öèè). ×òîáû ñäåëàòü ðåçóëüòàòû áîëåå íàãëÿäíûìè, âåðíåìñÿ ê êëàññè÷åñêîìó ñïåêòðàëü-

íîìó ïàðàìåòðó c = s2λ. Îñòàâèì â ðàâåíñòâå âûøå òîëüêî ÷ëåíû íóëåâîãî ïîðÿäêà ïî

ìàëîìó ïàðàìåòðó (s−1 è s ñîîòâåòñòâåííî), ó÷èòûâàÿ, ÷òî c = c(s), ψ(z) = ψ(z, s). Ëåã-

êî âèäåòü, ÷òî α(λ, z)
s→±∞−→ τ

u′(z)
− ic/s2, α(λ, z)

s→0−→ 1. Âûäåëÿÿ âåùåñòâåííóþ è ìíè-

ìóþ ÷àñòè â ñëó÷àå êîðîòêîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé ïîëó÷èì óñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ, ci 6

− π2τ
4u′

max
. Â ñëó÷àå äëèííîâîëíîâûõ âàðèàöèé â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîçíèêàåò óðàâíåíèå

∫ 1

−1

(
|ψ′(z)|2 + u′′(z)

u(z)−c/s
|ψ(z)|2

)
dz = 0, ñîâïàäàþùåå ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ñ èíòåãðàëüíûì ñîîò-

íîøåíèåì äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè, ê êîòîðîìó ïðèìåíèìû òåîðåìû �ýëåÿ è Ôüîðòüî�òà-

Õîéëàíäà, à òàêæå òåîðåìà Õîâàðäà î ïîëóêðóãå (ñì. îáçîð [9℄). Ýòè óòâåðæäåíèÿ äîïîëíÿþò

îöåíêè ïîëó÷åííûå â [3℄.

Èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû î ñðåäíåì â óñëîâèè (17) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

αr(η1)βr(η1) − αi(η1)βi(η1) + i (αr(η2)βi(η2) + βr(η2)αi(η2)) = −I2
1 + s2I2

0

I2
0

(αr(ξ1) + iαi(ξ2)) ,

êîòîðîå âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðûõ ξ1, ξ2, η1, η2 ∈ [−1; 1]. Èç íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà I2
0 6

4/π2I2
1 âûòåêàåò ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

{
αr(η1)βr(η1)−αi(η1)βi(η1)

αr(ξ1)
6 −π2

4
− s2

αr(η2)βi(η2)+βr(η2)αi(η2)
αi(ξ2)

6 −π2

4
− s2

Äëÿ êîíêðåòíîãî ïðî�èëÿ ñêîðîñòè u(z), ìíîæåñòâî òî÷åê λ(s), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò

ξ1, ξ2, η1, η2 ∈ [−1; 1], óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå, ñîñòàâëÿþò îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ ñïåêòð çà-

äà÷è (9) - (10). Èñïîëüçîâàíèå ýòîé ñèñòåìû â àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ðàçóìíûì â ñëó÷àå, åñëè âû÷èñëåíû ãðàíèöû èçìåíåíèÿ �óíêöèé â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå

ñèñòåìû íåðàâåíñòâ. Íàïðèìåð, âûðàæåíèå äëÿ α(λ, z) óäàåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü ÿâíî, åñëè
u(z) - ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ.
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3 Ïðèìåíåíèå òåõíèêè ñòàöèîíàðíîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ïðîäîëæåíî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå îáîùåííîé çàäà÷è �ýëåÿ

îá óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ èäåàëüíîæåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà â ïîëîñå. Ñ ïîìîùüþ òåõíè-

êè ñòàöèîíàðíîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ èçó÷àþòñÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà H (11). Íà

îñíîâàíèè ýòîãî àíàëèçà èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà ñïåêòðà çàäà÷è (9) - (10). Äëÿ çàäà÷è Êó-

ýòòà ðåøåíà ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì è îáîáùåííûì ñîáñòâåííûì

�óíêöèÿì.

3.1 Óðàâíåíèå äëÿ t−ìàòðèöû îïåðàòîðà H

Äàëåå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðåçîëüâåíòû R(λ) = (H − λE)−1 áóäåò èñïîëüçîâàí àíàëèòè÷åñêèé

àïïàðàò, ðàçðàáîòàííûé â [6, 7℄. �àññìîòðèì T−îïåðàòîð

T (λ) := V − V R(λ)V, (18)

ãäå R0(λ) = (H0 − λE)−1 � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà �óíêöèþ 1/
(

u
s
− i τ

u′
− λ

)
.

Óòâåðæäåíèå. Ïðè âñåõ λ /∈ σ(H) îïåðàòîð T îïðåäåëåí è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà

T (λ) := V − V R0(λ)T (λ). (19)

Ïðè ýòîì R(λ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç T−îïåðàòîð ïî �îðìóëå R(λ) = R0(λ) − R0(λ)T (λ)R0(λ).
�åøåíèå óðàâíåíèÿ (19) èùåòñÿ â âèäå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ÿäðîì t(z, z′, λ) (òàê

íàçûâàåìàÿ t−ìàòðèöà îïåðàòîðà H). Â òåðìèíàõ ÿäåð îïåðàòîðîâ T è V óðàâíåíèå (19)

ïðèíèìàåò âèä

t(z, z′, λ) = v(z, z′) −
∫ 1

−1

v(z, z̃)t(z̃, z′, λ)(
u
s
− i τ

u′
− λ

) dz̃. (20)

Èçâåñòíî (ñì. [6, 7, 20℄), ÷òî ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ ìîäåëè Ôðèäðèõñà çàâè-

ñÿò îò ñòåïåíè ã¼ëüäåðîâñêîé ãëàäêîñòè ÿäðà îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå

êëàññ hµ, 0 < µ < 1, �óíêöèé ϕ : [−1; 1] → C, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

‖ϕ‖µ := sup
z 6=z′

(
|ϕ(z)| + |ϕ(z) − ϕ(z′)|

|z − z′|µ
)

.

Ïîñêîëüêó ÿäðî Γ(z, z′) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, íóæíûå ñâîéñòâà ãëàäêîñòè

ÿäðà v2 îïåðàòîðà V2 îïðåäåëÿþòñÿ �óíêöèåé u. Åñëè u ∈ C2+µ[−1; 1], òî v2 çàâåäîìî óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ �¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì µ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Ïðî ÿäðî v1 òàêîãî

ñêàçàòü âîîáùå ãîâîðÿ íåëüçÿ, ò.ê.
∂
∂z

(Γ(z, z′)) ðàçðûâíà ïðè z = z′.

3.2 T−îïåðàòîð ìîäåëè Ôðèäðèõñà â çàäà÷å Êóýòòà

Êàê áûëî ïîêàçàíî, â ñëó÷àå òå÷åíèÿ Êóýòòà âîçìóùåíèå V ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëü-

íûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì v(z, z′) = −iτs2Γ(z, z′), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà è,

ñëåäîâàòåëüíî, çàâåäîìî ïðèíàäëåæèò êëàññó hµ, 0 < µ < 1 ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Ñî-

îòâåòñòâóþùåå îïåðàòîðó H (14) óðàâíåíèå (20) åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü äëÿ çíà÷åíèé

λ, ïðèíàäëåæàùèõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì γ, ðàçëè÷àÿ ïðè ýòîì êðàÿ ðàçðåçà

(ñì. [6, 20℄). Òî åñòü îáëàñòü èçìåíåíèÿ Π ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
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ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì, ïîëó÷åííóþ ïîïîëíåíèåì C\γ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ (λ, λ′), îïðåäå-
ëÿåìîé êàê òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü äëèí êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ λ è λ′ è íå ïåðåñåêàþùèõ

îòðåçîê γ. Ñ÷èòàÿ z′ ïàðàìåòðîì, çàïèøåì óðàâíåíèå (20) â âèäå

tλ(z) = v(z) − K(λ)tλ(z), (21)

ãäå K(λ) = V R0(λ), êîãäà λ /∈ ∂Π; åñëè λ = z/s − iτ ± i0 ∈ ∂Π, òî äëÿ ϕ ∈ hµ, 0 < µ < 1,
èìååì

K(z/s − iτ ± i0)ϕ(·) = v.p.

∫ 1

−1

s
v(·, z′)ϕ(z′)

z′ − z
dz′ ± isπv(·, z)ϕ(z).

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ïðèâàëîâà î ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà òèïà Êîøè è ñ ó÷¼òîì

ñâîéñòâ ãëàäêîñòè ÿäðà v óñòàíàâëèâàåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà K(λ) : hν → hµ, ãäå

0 < ν < µ < 1, äëÿ âñåõ λ ∈ Π. Êîìáèíèðóÿ ýòî �àêò ñ êîìïàêòíîñòüþ îïåðàòîðà âëîæåíèÿ

hµ → hν , ñëåäóÿ [6, 20℄, ïîëó÷èì:

Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ êàæäîãî λ ∈ Π è ïðîèçâîëüíîãî ν ∈ (0, µ) îïåðàòîð K(λ) : hν → hν

âïîëíå íåïðåðûâåí, ïðè÷¼ì â ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàòîðíîé íîðìå âûïîëíåíà îöåíêà

‖K(λ) − K(λ′)‖ν 6 const(ν, κ)ρ(λ, λ′)κ

(22)

äëÿ âñåõ λ, λ′ ∈ Π è ëþáîãî κ ∈ (0, ν (µ − ν) µ−1).
Ñëåäñòâèå. Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå hν , 0 < ν < µ, óðàâíåíèå (19) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà.

�àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

ϕ(z) + K(λ)ϕ(z) = 0 (23)

è îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ ∈ Π, ïðè êîòîðûõ (23) èìååò íåòðè-

âèàëüíîå ðåøåíèå â êëàññå hν , ν > 0. Âñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ âûøå ìíîæåñòâî Λ ⊂ Π
çàìêíóòî. Òàê êàê îïåðàòîð K(λ) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì â hν è àíàëèòè÷åñêè çà-

âèñÿùèì îò ïàðàìåòðà λ ∈ Π, ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê λ äèñêðåòíî è ìîæåò èìåòü òî÷êè

íàêîïëåíèÿ òîëüêî íà γ.
Óòâåðæäåíèå. Λ ñîâïàäàåò ñ σp(H), ìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà H.

△. Âêëþ÷åíèÿ σp(H) ⊂ Λ è Λ\∂Π ⊂ σp(H) ëåãêî ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî óðàâíåíèÿ (23) è

Hη(z)−λη(z) = 0 ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè çàìåíå η(z) = ( z
s
−iτ−λ)−1ϕ(z) (äîêàçàòåëüñòâà

ëåìì 3.11, 3.8 èç [20℄ ïîâòîðÿþòñÿ äîñëîâíî). Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, σp(H) ∩ γ = ∅,

ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ÷òî Λ ∩ ∂Π = ∅. Ïîëîæèì

ψ(z, ε) = K(c + iε)ϕ(z) + ϕ(z), (24)

ãäå c = cr + ici = cr − iτ ∈ γ, à ϕ(z) ∈ hν - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (23) ïðè λ = c + i0. Çàìåòèì,
÷òî â ñèëó îöåíêè (22) îòíîøåíèå ψ(z, ε) = [K(λ + iε)) − K(λ + i0)] ϕ(z) èñ÷åçàåò â íîðìå

hµ, 0 < ν < µ < 1, êîãäà ε → +0. Ïîäñòàâèì â (24) K(c+ iε) = V R0(c+ iε) = −iτs2GR0(c+ iε),
ãäå G - èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì Γ(z, z′). Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàâåíñòâà

íà ýëåìåíò R0(c + iε)ϕ(z); ïðèðàâíèâàÿ ìíèìûå ÷àñòè è ó÷èòûâàÿ ñèììåòðè÷íîñòü Γ(z, z′),
èìååì

Im (R0(c + iε)ϕ(z), ψ(z, ε)) = Im (R0(c + iε)ϕ(z), ϕ(z)) −
−τs2 (R0(c + iε)ϕ(z), GR0(c + iε)ϕ(z)) . (25)

Ëåâàÿ ÷àñòü (25) èñ÷åçàåò ïðè ε → +0 (ëåììà 3.1 èç [20℄). Ñîãëàñíî �îðìóëå Ñîõîöêîãî

Im (R0(c + iε)ϕ(z), ϕ(z))
ε→+0−→ π

∫ 1

−1

|ϕ(z)|2 δ(
z

s
− cr)dz.
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Çàìåòèì, ÷òî (ξ(z), Gξ(z)) =
∫ 1

−1
ξ(z)u(z)dz, ãäå u(z) - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′(z)−s2y(z) = ξ(z),

y(±1) = 0. Òîãäà

(ξ(z), Gξ(z)) =

∫ 1

−1

(u′′(z) − s2u(z))u(z)dz = −
∫ 1

−1

|u′(z)|2 dz −
∫ 1

−1

s2 |u(z)|2 dz 6 0,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè ξ(z) = 0. Â èòîãå ïåðåõîä ê ïðåäåëó â ñîîòíîøå-

íèè (25) äàåò

sπ |ϕ(scr)|2 − τs2 (R0(c + i0)ϕ(z), GR0(c + i0)ϕ(z)) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(z) = 0 äëÿ s > 0; äëÿ s < 0 ïðè âûâîäå (25) íóæíî óìíîæàòü íà R0(c +
iε)ϕ(z) ñ ïðàâîé ñòîðîíû, òîãäà

Im (ϕ(z), R0(c + iε)ϕ(z))
ε→+0−→ −π

∫ 1

−1

|ϕ(z)|2 δ(
z

s
− cr)dz.

Ñëó÷àé íèæíåé ãðàíèöû ∂Π ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. ¤.
Ñëåäñòâèå. Èç òîãî, ÷òî Λ è σp(H) ñîâïàäàþò, σp(H) ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå

λr ∈
(
−1

s
; 1

s

)
, λi ∈

(
−τ ;− π2

π2+4s2 τ
]
, à Λ ìîæåò èìåòü òî÷êè íàêîïëåíèÿ ëèøü íà γ, âûòåêàåò

êîíå÷íîñòü äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà H.

Âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ (20), çàìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî àëüòåðíàòèâå Ôðåäãîëüìà, îïå-

ðàòîð E + K(λ), λ ∈ Π\Λ, îãðàíè÷åííî îáðàòèì â hν , ν < µ, è óðàâíåíèå (21) îäíîçíà÷íî

ðàçðåøèìî: tλ = (E + K(λ))−1 v.
Òåîðåìà 1 (ñð. [6℄). Äëÿ êàæäîãî λ ∈ Π\Λ óðàâíåíèå (20) äëÿ çàäà÷è Êóýòòà èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è ïðè ëþáîì ν ∈ (0; µ) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|t(z, z′, λ)| 6 |const(λ)|

|t(z + h, z, λ) − t(z, z′, λ)| 6 const(λ, ν) |h|ν

|t(z, z + k, λ) − t(z, z′, λ)| 6 const(λ, ν) |k|ν

êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ λ, λ′ ∈ Π\Λ è ïðîèçâîëüíîãî β ∈ (0; µ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|t(z, z′, λ) − t(z, z′, λ′)| 6 const(λ, λ′, β)ρ(λ, λ′)β.

Êîíñòàíòû â ýòèõ îöåíêàõ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, åñëè λ è λ′ îòäåëåíû îò Λ.

3.3 Âîëíîâûå îïåðàòîðû äëÿ H0 è H0 + V

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ âîëíîâûõ îïåðàòîðîâ äëÿ ïàðû H0 è H0 +V ñ ïîìîùüþ t−ìàòðèöû áûëà

ðåøåíà â [11℄ â ðàìêàõ òåîðèè ðàññåÿíèÿ. Â ðàáîòàõ [6, 7℄ ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ãèäðîäèíà-

ìè÷åñêîé çàäà÷è �ýëåÿ. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1, ñ ó÷åòîì îòñóòñòâèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

îïåðàòîðà H = H0 + V íà íåïðåðûâíîì ñïåêòðå è êîíå÷íîñòè σp(H), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

âîëîâûå îïåðàòîðû, ñïëåòàþùèå H0 è H0 + V , óäà¼òñÿ îïðåäåëèòü ÿâíûìè �îðìóëàìè:

U±ϕ(z) = ϕ(z) −
∫ 1

−1

t(z, z′, z′/s − iτ ± i0)
1
s
(z − z′) ∓ i0

ϕ(z′) dz′, (26)

êîòîðûå ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ïðåäåë ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ íà

ïëîòíîì â L2(−1; 1) ìíîæåñòâå ãåëüäåðîâñêèõ �óíêöèé H (ñì. [6, 7℄).
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Ëåììà (ñð. [6℄). Îïåðàòîðû U± : H → L2(−1; 1) ïðîäîëæàþòñÿ äî îãðàíè÷åííûõ îïåðà-

òîðîâ â L2(−1; 1).
Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ ëþáîãî λ /∈ σ(H) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî R(λ)U± = U±R0(λ).
Ñëåäñòâèå. Âîëíîâûå îïåðàòîðû U± ñóòü "ñïëåòàþùèå" îïåðàòîðû äëÿ ïàðû H0, H0 +

V , ò.å. HU± = U±H0.

Çàìå÷àíèå. Òàêèì îáðàçîì, ÿäðà

u±(z, z′) = δ(z − z′) − t(z, z′, z′/s − iτ ± i0)
1
s
(z − z′) ∓ i0

îïåðàòîðîâ U± êàê �óíêöèè îò z (ïðè âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ z′ ∈ [−1; 1]) ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ñîáñòâåííûå �óíêöèè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà H.

3.4 �àçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì äèñêðåòíîãî è íåïðå-

ðûâíîãî ñïåêòðîâ çàäà÷è (12) - (13)

Ïîñêîëüêó Λ ∩ γ = ∅, íàéäåòñÿ ε0 > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ε ∈ (0; ε0) êîíòóð Γε = {λ ∈
Π : dist(λ, ∂Π) = ε) ñîñòîèò èç òî÷åê ðåçîëüâåíòíîãî ìíîæåñòâà è íå ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà H. Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà �èññà ïîñòðîèì ïðîåêòîð

− 1

2πi

∫

Γε

R(λ) dλ = E − P,

ãäå P � ïðîåêòîð íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó êîðíåâûõ �óíêöèé îïåðàòîðà H âäîëü èíâàðèàíò-

íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà

èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ((E − P ) f, g) â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè
ε → +0. Ýòà ïðîöåäóðà ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ðàçíîñòè ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ðåçîëüâåíòû

íà êðàÿõ ðàçðåçà ∂Π è ïðèâîäèò ê "ñîîòíîøåíèþ ïîëíîòû"äëÿ âîëíîâîãî îïåðàòîðà U := U+.

Ïðåäëîæåíèå Ïóñòü f, g ∈ H, ïðè÷¼ì f(−1)g(−1) = f(1)g(1) = 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî ýðìèòîâûõ �îðì

((E − P ) f, g) =

∫ 1

−1

U−1
L f(η)U∗g(η) dη. (27)

Ñëåäñòâèå.Ôîðìóëà (27) äîïóñêàåò çàïèñü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî îáîáùåííûì ñîáñòâåí-

íûì �óíêöèÿì îïåðàòîðà H:

f(z) =

∫ 1

−1

U−1
L f(η)u+(z, η) dη + Pf(z),

ãäå f ∈ H; �èãóðèðóþùèé çäåñü èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ êàê äåéñòâèå îáîáùåííîé �óíêöèè

u+(z, η) íà ýëåìåíò U−1
L f(z) ∈ H.

Ëåììà (ñð. [6℄). Äëÿ êàæäîãî η ∈ [−1; 1], ïîëîæèâ g(η) = g(z, η) = v(z, η) = −iτs2Γ(z, η),
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

U∗g(z, η) = t(z, η, η/s − iτ + i0) = ψη(z),

ãäå ψη(z) - îáîáù¼ííûå ñ.�. çàäà÷è (12) - (13).

Ïðåäëîæåíèå âûøå ïðèâîäèò ê �îðìóëå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì íåïðå-

ðûâíîãî è äèñêðåòíîãî ñïåêòðà çàäà÷è (12) - (13). Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì f = ∆sh, ãäå ∆s =
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d2

dz2 − s2, h ∈ C2+ν [−1; 1], ν > 0 è ó÷ò¼ì, ÷òî g(z, ·) ∈ Lip, g(z,−1) = g(z, 1) = 0. Äëÿ òàêèõ f

è g ñîîòíîøåíèå (27) ïðèíèìàåò âèä

(
E − ∆−1

s P∆s

)
h(z) =

∫ 1

−1

U−1
L (∆sh)(η)U∗g(z, η) dη.

Ñ ó÷åòîì ëåììû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ �îðìóëèðîâêó òåîðåìû î ðàçëîæåíèè ïî ñîáñòâåííûì

�óíêöèÿì.

Òåîðåìà 2 (ñð. [6℄). Äëÿ çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè èäåàëüíîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ Êó-

ýòòà (12) - (13) ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð W â L2(−1; 1), òàêîé ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ

�óíêöèÿ h ∈ C2+ν [−1; 1], ν > 0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì h(−1) = h(1) = 0,
ïðåäñòàâèìà â âèäå

h =

∫ 1

−1

(
W (h′′ − s2h)(c)ψc

)
dc + Qh; (28)

çäåñü Q - ïðîåêòîð íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó êîðíåâûõ �óíêöèé çàäà÷è (12) - (13) âäîëü ïðî-

ñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî îáîáù¼ííûìè ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè ψc(z), c ∈ [−1; 1]. Îïå-

ðàòîð W ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì δ(z − z′) − t(z,z′,z′/s−iτ−i0)
1

s
(z−z′)+i0

, ãäå

t(z, z′, λ) - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (20), îòâå÷àþùåãî çàäà÷å (12) - (13).

4 ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è (9) - (10)

Ïðåäñòàâëåííûé òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ê ñîæàëåíèþ íå äàåò ïîëíîé êàðòèíû ñòðîåíèÿ ñïåê-

òðàëüíûõ êðèâûõ çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè èäåàëüíîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,

îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ïîÿâëåíèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà â îáîáùåííîé çà-

äà÷å �ýëåÿ (çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå òå÷åíèÿ Êóýòòà èäåàëüíîé æèäêîñòè (τ = 0) ïðèñóòñòâóåò
ëèøü íåïðåðûâíûé ñïåêòð).

Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ðåàëèçîâàíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà, ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü ñïåê-

òðàëüíûå êðèâûå, à òàêæå ñîáñòâåííûå è îáîáùåííûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè çàäà÷è (9) - (10).

�åçóëüòàòû òåñòèðóþòñÿ íà çàäà÷å Êóýòòà ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ òåîðåì è èíòåãðàëüíûõ

îöåíîê. Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè ý��åêò "çàðîæäåíèÿ"

òî÷åê äèñêðåòíîãî ñïåêòðà íà íåïðåðûâíîì ñ èõ ïîñëåäóþùèì äâèæåíèåì âäîëü ìíèìîé

îñè ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðîâ τ èëè s. Áûëà ïîñòðîåíà êðèâàÿ çàâèñèìîñòè τ(s), êîòîðàÿ
âûäåëÿåò îáëàñòü ïàðàìåòðîâ (τ, s) ïðè êîòîðûõ âïåðâûå ïîÿâëÿþòñÿ òî÷êè äèñêðåòíîãî

ñïåêòðà.

Ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó íà îòðåçêå [−1; 1] ñ øàãîì h. Äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðà-

òîðà Lψ = ψ′′ − s2ψ èñïîëüçóåì ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ (Lhψh)i = ψi+1−2ψi+ψi−1

h2 − s2ψi.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè áîëüøèõ s ìàòðèöà îïåðàòîðà Lh ñòàíîâèòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé,

÷òî ñêàçûâàåòñÿ íà òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé, îäíàêî íå ìåøàåò êà÷åñòâåííûì èññëåäîâàíèÿì.

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàçíîñòíûé àíàëîã çàäà÷è (12) - (13) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å

íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L−1
h · diag{xj

s
− iτ} ·Lh − iτs2L−1

h . �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé

(ñïåêòð çàäà÷è ïðè íåêîòîðîì s) ïðåäñòàâëåíû â ïðèëîæåíèè.

5 Àñèìïòîòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è (7) - (8)

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [27, 28, 29, 30℄, àíàëîãèÿ ñ çàäà÷åé Îððà-Çîììåð�åëüäà è èíòó-

èöèÿ çàñòàâëÿþò äóìàòü, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåò áûòü îáíàðóæåíà òîëüêî äëÿ áîëüøèõ
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çíà÷åíèé ÷èñëà �åéíîëüäñà. Â ýòîé ñèòóàöèè äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ êðàåâîé

çàäà÷è (7) - (8), ïðèãîäíûå äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà, ðàññìàòðèâàþòñÿ èõ àñèìïòîòè÷åñêèå

ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííûå ðÿäû ïî ïîäõîäÿùåìó ìàëîìó ïàðàìåòðó. Îïèðàÿñü íà ïîäõîä,

èçëîæåííûé â [12℄, îïèñàíû äâà ìåòîäà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7) - (8) àññèìïòî-

òè÷åñêèìè ðÿäàìè. Â ïðèëîæåíèè ê çàäà÷å Îððà-Çîììåð�åëüäà, ýòè ìåòîäû áûëè âïåðâûå

ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå [10℄. Çàêîííîñòü �îðìàëüíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, èñïîëü-

çîâàííûõ â òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è äàííîé ðàáîòå, áûëà ñòðîãî äîêàçàíà

â ðàìêàõ ñòàòüè [31℄.

5.1 Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé çàäà÷è (7) - (8)

Íà âðåìÿ çàáóäåì î �èçè÷åñêîé ñòîðîíå çàäà÷è è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (7) êàê ëèíåé-

íîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â êîìïëåêñíîé z-ïëîñêîñòè. Âîîáùå
ãîâîðÿ, �óíêöèÿ u(z), çàäàþùàÿ ïðî�èëü îñíîâíîãî òå÷åíèÿ, îïðåäåëåíà ëèøü äëÿ äåéñòâè-
òåëüíûõ çíà÷åíèé z ∈ [−1; 1]. Îäíàêî, àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèâ åå â íåêîòîðóþ êîìïëåêñíóþ

îêðåñòíîñòü îòðåçêà [−1; 1], ìû áóäåì ñ÷èòàòü �óíêöèþ u(z) ãîëîìîð�íîé â ëþáîé êîíå÷íîé
îáëàñòè, êîòîðóþ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü. Òàêèì îáðàçîì, êîý��èöèåíòû çàäà÷è (7) òàêæå

ÿâëÿþòñÿ öåëûìè �óíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ λ, sRe, τs è s (òàêæå ñ÷èòàþòñÿ êîìïëåêñíûìè).

Èç òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòå-

ìà ÷åòûðåõ ðåøåíèé (7), ÿëÿþùèõñÿ öåëûìè �óíêöèÿìè ïåðåìåííûíõ z, λ, sRe, τs è s. Ýòîò
�àêò, âïåðâûå îòìå÷åííûé â [12℄, ÿâëÿåòñÿ îñíîâîïîëàãàþùèì ïðè äàëüíåéøåì èññëåäîâà-

íèè ñõîäèìîñòè àññèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷ (7) è (9).

Îáîçíà÷èì âûøåóïîìÿíóòóþ ñèñòåìó 4 ðåøåíèé êàê ψ1(z), ψ2(z), ψ3(z), ψ4(z). Íåîáõîäè-
ìîñòü âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (8) äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è Îððà-

Çîììåð�åëüäà (7) - (8) ïðèâîäèò ê òàê íàçûâàåìîìó "âåêîâîìó óðàâíåíèþ"

F (λ, sRe, τ, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ1(−1) ψ2(−1) ψ3(−1) ψ4(−1)
ψ1(1) ψ2(1) ψ3(1) ψ4(1)

ψ′
1(−1) ψ′

2(−1) ψ′
3(−1) ψ′

4(−1)
ψ′

1(1) ψ′
2(1) ψ′

3(1) ψ′
4(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (29)

Ò.ê. F (λ, sRe, τ, s) � öåëàÿ �óíêöèÿ ïåðåìåííûõ λ, sRe, τs è s, óðàâíåíèå (29) ðàçðåøèìî

îòíîñèòåëüíî λ. Ïîëó÷åííàÿ çàâèñèìîñòü λ = λ(s,Re, τ) ìîæåò èìåòü êàê íåñêîëüêî âåòâåé

ðåøåíèÿ (ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ) òàê è íå èìåòü èõ âîîáùå.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî �åéíîëüäñà î÷åíü âåëèêî. Êàê óæå áû-

ëî óïîìÿíóòî, èññëåäîâàíèå â ýòîì íàïðàâëåíèè çàòðóäíåíî òåì �àêòîì, ÷òî �óíêöèè ψ1(z),
ψ2(z), ψ3(z), ψ4(z) îáëàäàþò åñòåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ â áåñêîíå÷íîé òî÷êå êîìïëåêñíîé

sRe-ïëîñêîñòè. Òàê êàê â ïðåäåëå sRe → ∞ ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà (9), äâà

ðåøåíèÿ (7), î÷åâèäíî, ïîòåðÿíû. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ (7), ïóñòü ýòî áóäóò ψ1(z), ψ2(z), áóäóò óäîâëåòâîðÿòü (9) â ïðåäåëå áåñêîíå÷-

íîãî sRe âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðîé ëèíèè ÷åðåç òî÷êó zλ, òàêóþ ÷òî
u(zλ)

s
−i τ

u′(zλ)
= λ.

Äâà äðóãèõ íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ ψ3(z) è ψ4(z) áûñòðî îñöèëèðóþò ïðè áîëüøèõ sRe è, ñëå-
äîâàòåëüíî, â íåâÿçêîì ïðåäåëå èñ÷åçàþò.

5.2 �åøåíèå óðàâíåíèÿ (7) â ñõîäÿùèõñÿ ðÿäàõ

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé (z0 - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà)

z − z0 = εη, ψ(z) = χ(η),
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çäåñü ε - íåêîòîðûé ìàëûé ïàðàìåòð, åãî ñâÿçü ñ sRe áóäåò óñòàíîâëåíà íèæå. Ïîñëå íåñëîæ-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, óðàâíåíèå (7) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

− i

ε2sRe

(
χIV − 2s2ε2χ′′ + s4ε4χ

)
=

(
u − i

τs

u′
− λ

) (
χ′′ − s2ε2χ

)
+

+isτε
u′′

u′2
χ′ − ε2

(
u′′ + i

τs3

u′

)
χ = 0, (30)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (30) â �îðìå

ψ(z) = χ(η) = χ(0)(η) + εχ(1)(η) + ε2χ(2)(η) + . . . , (31)

êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (30) òîæå ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà





u − i τs
u′
− λ =

(
u0 − i τs

u′

0

− λ
)

+ (εη)
(
u′

0 + isτ
u′′

0

u′

0

2

)
+ . . . ,

u′′

u′2
=

u′′

0

u′

0

2 + (εη)
(

u′′′

0

u′

0

2 − 2u′′

0

2

u′

0

3

)
+ . . . ,

u′′ + i τs3

u′
= u′′

0 + i τs3

u′

0

+ (εη)
(
u′′′

0 − is3τ
u′′

0

u′

0

2

)
+ . . . .

(32)

Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ïðèáëèæåíèé (31) ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè (31)

è (32) â (30) è ïðèðàâíèâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ ε ê íóëþ. Ëåãêî

çàìåòèòü, ÷òî åñëè ìû âûáåðåì â êà÷åñòâå z0 òî÷êó, â êîòîðîé u0 − i τs
u′

0

= λ, ïîäõîäÿùèì

âûáîðîì äëÿ ïàðàìåòðà ε áóäåò
ε = (sRe)−1/3 . (33)

Áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé χ(0), χ(1), χ(2), ... ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå





ε0 : iχ(0)IV
+

(
u′

0 + isτ
u′′

0

u′

0

2

)
ηχ(0)

′′

+ iτs
u′′

0

u′

0

2 χ(0)
′

= 0,

εn : iχ(n)IV
+

(
u′

0 + isτ
u′′

0

u′

0

2

)
ηχ(n)

′′

+ iτs
u′′

0

u′

0

2 χ(n)
′

= Ln−1(χ),
(34)

ãäå âûðàæåíèå Ln−1(χ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ χ(0)(η), . . . , χ(n−1)(η) è èõ
ïðîèçâîäíûõ.

Çàìåòèì, ÷òî îäíîðîäíàÿ ÷àñòü âñåõ óðàâåíèé (34) îäèíàêîâà. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû

ñìîæåì ðåøèòü óðàâíåíèå äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ, òî îñòàëüíûå ìîæíî ïîëó÷èòü â êâàä-

ðàòóðàõ. Â ñëó÷àå âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ Êóýòòà ñ ïðî�èëåì u(z) = z ñèñòåìà (34)

ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó {
ε0 : iχ(0)IV

+ ηχ(0)
′′

= 0,

εn : iχ(n)IV
+ ηχ(n)

′′

= L̃n−1(χ).
(35)

Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèå äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (35) â ñëó÷àå âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òå-

÷åíèÿ Êóýòòà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì óðàâåíèíåì äëÿ âÿçêîé ìîäåëè. Ñëåäîâà-

òåëüíî, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò.

Ýòîò �àêò ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì àðãóìåíòîì â ïîëüçó óñòîé÷èâîñòè âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî

òå÷åíèÿ Êóýòòà ïî îòíîøåíèÿþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì.

Ïåðâîå óðàâíåíèå (34) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ñòîêñà äëÿ χ(0)
′′

(η). Åãî ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü
çàïèñàíû ñ ïîìîùüþ �óíöèé Áåññåëÿ ïîðÿäêà 1/3 (èëè ñ ïîìîùüþ �óíêöèé Õàíêåëÿ). Ïî-

ýòîìó, äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (34) ïîëó÷àåì ÷åòûðå èíòåãðàëüíûõ ðåøåíèÿ





χ
(0)
1 = 1, χ

(0)
2 = η,

χ
(0)
3 =

∫ η

+∞
dη

∫ η

+∞
dηη1/2H

(1)
1/3

[
2
3
(iη)3/2

]
,

χ
(0)
3 =

∫ η

−∞
dη

∫ η

−∞
dηη1/2H

(2)
1/3

[
2
3
(iη)3/2

]
.

(36)
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Íà ïðàêòèêå îáû÷íî îãðàíè÷èâàþòñÿ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì (35), õîòÿ ìîæíî âûïèñàòü

ÿâíûå �îðìóëû äëÿ ïðèáëèæåíèé ëþáîãî ïîðÿäêà (ñì. [12℄). �ÿä (31) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèì-

ñÿ, òàê êàê ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (30) àíàëèòè÷åñêè

çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ε.

5.3 �åøåíèå óðàâíåíèÿ (7) â àññèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäàõ

Çà÷àñòóþ äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü íå ñõîäÿùèåñÿ, à àññèìïòîòè÷åñêèå

ðÿäû. Ñëåäóÿ ðàáîòàì [10℄ è [12℄ íèæå áóäåò îïèñàíî äâà ìåòîäà, êàæäûé èç êîòîðûõ äàåò äâà

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ (7). Òàê êàê â ñòàòüå [31℄ áûëà ðàññìîòðåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ

òåîðèÿ äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, çàïèñàííîãî â îáùåì âèäå,

âñå óòâåðæäåíèÿ îáîñíîâûâàþùèå çàêîííîñòü ýòèõ ðàçëîæåíèé îñòàþòñÿ âûïîëíåíûìè äëÿ

îáîáùåííîé çàäà÷è Îððà-Çîììåð�åëüäà (7).

Ñîãëàñíî ïåðâîìó ìåòîäó ðàçëîæèì ðåøåíèå (7) ψ(z) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì (sRe)−1

ψ(z) = ψ(0)(z) + (sRe)−1ψ(1)(z) + (sRe)−2ψ(2)(z) + . . . , (37)

Ïîäñòàâëÿÿ (37) â èñõîäíîå óðàâíåíèå (7) è ãðóïïèðóÿ âûðàæåíèÿ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ

(sRe)−1 ïîëó÷èì

(
u − i τs

u′
− λ

) (
ψ(0)

′′

− s2ψ(0)
)

+ isτ u′′

u′2
ψ(0)

′

−
(
u′′ + i τs3

u′

)
ψ(0) = 0,

(
u − i τs

u′
− λ

) (
ψ(k)

′′

− s2ψ(k)
)

+ isτ u′′

u′2
ψ(k)

′

−
(
u′′ + i τs3

u′

)
ψ(k) =

= −i
(
ψ(k−1)IV − 2s2ψ(k−1)

′′

+ s4ψ(k−1)
)

, (k > 1).





(38)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå óäîâëåòâîðÿåò íåâÿçêîìó óðàâåíèþ (9). �åøåíèÿ

îáîáùåííîé çàäà÷è �ýëåÿ ψ
(0)
1 è ψ

(0)
2 ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì s, êîòîðûå

áóäóò ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìèñÿ â ëþáîé êîíå÷íîé îáëàñòè, äëÿ ëþáîé òî÷êè z, êðîìå îñîáîé

òî÷êè z0, â êîòîðîé u(z0) − i τs
u′(z0)

= λ.

Òàê êàê ψ(z), êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7), äîëæíà áûòü öåëîé �óíêöèåé ïàðàìåòðà sRe.

Ñëåäîâàòåëüíî, áåñêîíå÷íîóäàëåííàÿ òî÷êà êîìïëåêñíîé sRe-ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷-

êîé äëÿ ψ(z), åñëè çàâèñèìîñòü îò sRe íåòðèâèàëüíà. Ïîýòîìó ðÿä (37) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî

àñèìïòîòè÷åñêèì.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, íåâÿçêîå óðàâåíèå (9) èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü â

òî÷êå z0. Îäíàêî, ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé óðàâåíèÿ (7), ñîîòâåòñòâóþùåãî

âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ìîäåëè. Îñîáåííîñòü, ïîÿâèâøàÿñÿ èñêëþ÷èòåëüíî âñëåäñòâèå èñïîëüçî-

âàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà, ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ âåòâè

íåâÿçêîãî ðåøåíèÿ. �åøèòü ýòó ïðîáëåìó ìîæíî èñïîëüçîâàâ â êà÷åñòâå ýòàëîíà äëÿ ñðàâ-

íåíèÿ ðåøåíèå (31), ïîëó÷åííîå ïðåäûäóùèì ìåòîäîì.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîé ïàðû íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé (7) âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì ìåòîäîì,

âïåðâûå ïðåäëîæåííûì â ðàáîòå [10℄. Ñäåëàâ çàìåíó

ψ = exp

(∫
g dz

)
, (39)

ïîëó÷èì íåëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè g(z)

− i

sRe
(g4 + 6g2g′ + 3g′2 + 4gg′′ + g′′′ − 2s2(g2 + g′) + s4) =

(
u − i

τs

u′
− λ

) (
(g2 + g′) − s2

)
+ isτ

u′′

u′2
g −

(
u′′ + i

τs3

u′

)
. (40)
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

g(z) = (sRe)1/2g0(z) + g1(z) + (sRe)1/2g2(z) + . . . . (41)

Ïîäñòàâëÿÿ (41) â (40) ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé





(
u − i τs

u′
− λ

)
g2
0 = −ig4

0,(
u − i τs

u′
− λ

)
(g′

0 + 2g0g1) + isτ u′′

u′2
g0 = −i (4g3

0g1 + 6g2
0g

′
0) ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · .

(42)

Ñ ïîìîùüþ íåñëîæíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì





g0 = ±
√

i
(
u − i τs

u′
− λ

)
,

g1 = −5
2

g′
0

g0
− 1

2

( iτs

u′ )
′

(u−i τs

u′
−λ)

= −5
2

g′
0

g0
+ 1

2

(u−i τs

u′
−λ)

′

(u−i τs

u′
−λ)

− 1
2

u′

(u−i τs

u′
−λ)

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(43)

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì arg i = π
2
, arg

(
u − i τs

u′
− λ

)
∈

(
−π

2
, π

2

)
äëÿ u − λr > 0.

Ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà (43) â (39) äàåò åùå äâà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèÿ





ψ3(z) =
(
u − i τs

u′
− λ

)−3/4
exp

(
−1

2

∫ z

z0

du(z)
u−i τs

u′
−λ

)
exp

(
−

∫ z

z0

√
isRe

(
u − i τs

u′
− λ

)
dz

)
,

ψ4(z) =
(
u − i τs

u′
− λ

)−3/4
exp

(
−1

2

∫ z

z0

du(z)
u−i τs

u′
−λ

)
exp

(
+

∫ z

z0

√
isRe

(
u − i τs

u′
− λ

)
dz

)
,

(44)

ãäå ìíîæèòåëè ïîðÿäêà exp (sRe)−1/2 = 1+O
(
(sRe)−1/2

)
ïðèíèìàþòñÿ ðàâíûìè 1. Â ñëó÷àå

âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ Êóýòòà ðåøåíèÿ (44) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó





ψ3(z) = (z − iτs − λ)−5/4 exp
(
−

∫ z

z0

√
isRe (z − iτs − λ) dz

)
,

ψ4(z) = (z − iτs − λ)−5/4 exp
(
+

∫ z

z0

√
isRe (z − iτs − λ) dz

)
.

(45)

Ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû λ̃ = λ + iτs (44) ñîâïàäàåò ñ ïàðîé àíàëîãè÷íûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ

ðåøåíèé âÿçêîé çàäà÷è Êóýòòà.

Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ õîòÿ è òðåáóþò áîëåå äåòàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ ïî ðÿäó âîïðîñîâ

(ñì. [12, 14℄), ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â

ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ Re, τ .
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Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ

Spectrum: s = 1, tau = 1
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�èñ. 3: Îáîáùåííàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ, îòâå÷àþ-

ùàÿ òî÷êå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ïðè s = 1, τ = 1

Spectrum: s = 2, tau = 1
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�èñ. 4: Ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ ïîÿâèâ-

øåéñÿ òî÷êå äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ïðè s = 2, τ = 1

Spectrum: s = 5, tau = 1
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�èñ. 5: Ñ óâåëè÷åíèåì äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ñîá-

ñòâåííûå �óíêöèè áûñòðî îñöèëèðóþò (s = 5, τ = 1)
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Spectrum: s = 15, tau = 1
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Spectrum: s = 40, tau = 1
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Spectrum: s = 70, tau = 1
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